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त्रिकोणमिति का परिचय 


There is perhaps nothing which so occupies the 
middle position of mathematics as trigonometry. 


(संभवतः त्रिकोणमिति के अतिरिक्तं गणित की कोई ऐसी 
शाखा नहीं है, जो उसकी मध्य/स्थिति का)स्थान ले सके।) 


- J.F. Herbart (I890) 
8.] भूमिका 


आप अपनी पिछली कक्षाओं में त्रिभुजों, विशेष रूप से समकोण त्रिभुजों के बारे में अध्ययन 
कर चुके हैं। आइए हम अपने आस-पास के परिवेश से कुछ ऐसे उदाहरण लें, जहाँ समकोण 
त्रिभुजों के बनने की कल्पना की जा सकती है। उदाहरण के लिए : 


।. मान लीजिए एक स्कूल के छात्र 
कुतुबमीनार देखने गए हैं। अब, यदि 
कोई छात्र मीनार के शिखर को देख रहा 
हो, तो एक समकोण त्रिभुज बनने को 
कल्पना की जा सकती है जैसाकि आकृति 
8.] में दिखाया गया है। क्या वास्तव में ¢ 
मापे बिना ही छात्र मीनार की ऊँचाई € hh 
ज्ञात कर सकता है? आकृति §.। 


. मान लीजिए एक लड़की नदी के किनारे स्थित अपने मकान की बालकनी पर बैठी 
हुई है और वह इस नदी के दूसरे किनारे पर स्थित पास ही के मंदिर की एक निचली 
सीढ़ी पर रखे गमले को देख रही है। इस स्थिति में, एक समकोण त्रिभुज बनने की 
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कल्पना को जा सकती है जेसाकि आकृति 
8.2 में दिखाया गया है, यदि आपको वह 
ऊँचाई ज्ञात हो, जिस पर लड़की बैठी हुई 
है, तो क्या आप नदी की चौडाई ज्ञात कर 
सकते हैं? 

. मान लीजिए एक गर्म हवा वाला गुब्बारा 
हवा में उड़ रहा है। आसमान में उड़ने पर 
इस गुब्बारे को एक लड़की देख लेती है 
और इस बात को बताने के लिए वह क ल 
अपनी माँ के पास दौड़कर जाती है। 
गुब्बारे को देखने के लिए उसकी माँ तुरंत 
घर से बाहर निकल आती है। अब मान. #& 
लीजिए कि जब पहले-पहल लड़की गुब्बारे 27... र च....... Fi 
को देखती है, तब गुब्बारा बिंदु ^ पर था। 
जब माँ-बेटी दोनों ही गुब्बारे कों देखने के केति 8.3 
लिए बाहर निकलकर आती हें तब तक गुब्बारा एक अन्य बिंदु 8 तक आ चुका होता 
है। क्या आप जमीन के उस स्थान से, जहाँ माँ और बेटी दोनों खड़ी हैं, 8 की ऊंचाई 
ज्ञात कर सकते हैं? 
ऊपर बताई गई सभी स्थितियों में दूरियाँ अथवा ऊचाईयाँ कुछ गणितीय तकनीकों को, 

जो त्रिकोणमिति नामक गणित की एक शाखा के अतर्गत आते हैं, लागू करके ज्ञात किया जा 

सकता है। अंग्रेजी शब्द "४०१०७९४7४? की व्युत्पत्ति ग्रीक शब्दों ५४' (जिसका अर्थ है 
तीन), ०० (जिसका अर्थ हे, भुजा) और "९४४०० (जिसका अर्थ है माप) से हुई है। 
वस्तुतः त्रिकोणमिति में एक त्रिभुज की भुजाओं और कोणों के बीच के संबंधों का अध्ययन 
किया जाता है। प्राचीन काल में त्रिकोणमिति पर किए गए कार्य का उल्लेख मिस्र और 
बेबीलॉन में मिलता है। प्राचीन काल के खगोलविद्‌ त्रिकोणमिति का प्रयोग पृथ्वी से तारों और 
ग्रहों की दूरियाँ मापने में करते थे। आज भी इंजीनियरिंग और भौतिक विज्ञान में प्रयुक्त 
अधिकांश प्रौद्योगिकोय उन्नत विधियाँ त्रिकोणमितीय संकल्पनाओं पर आधारित हैं। 

इस अध्याय में हम एक समकोण त्रिभुज को भुजाओं के कुछ अनुपातों का उसके न्यून 
कोणों के सापेक्ष अध्ययन करेंगे जिन्हें कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपात कहते हैं। यहाँ हम 
अपनी चर्चा केवल न्यून कोणों तक ही सीमित रखेंगे। यद्यपि इन अनुपातों का विस्तार दूसरे 
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कोणों के लिए भी किया जा सकता है। यहाँ हम 0° और 90° के माप वाले कोणों के 
त्रिकोणमितीय अनुपातों को भी परिभाषित करेंगे। हम कुछ विशिष्ट कोणों के त्रिकोणमितीय 
अनुपात परिकलित करेंगे और इन अनुपातों से संबंधित कुछ सर्वसमिकाएँ (५९०४९७), जिन्हें 


त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाएँ कहा जाता है, स्थापित करेंगे। 


8.2 त्रिकोणमितीय अनुपात 
अनुच्छेद 8. में आप विभिन्न स्थितियों में बने कुछ 
समकोण त्रिभुजों की कल्पना कर चुके हैं। 

आइए हम एक समकोण त्रिभुज ७80 लें, जेसाकि 
आकृति 8.4 में दिखाया गया है। 

यहाँ, ८ ९^B (या संक्षेप में कोण ७ ) एक न्यून कोण 
है। कोण के सापेक्ष भुजा ८ की स्थिति पर ध्यान दीजिए। 
यह भुजा कोण 4 के सामने है। इस भुजा को हम कोण 4 
को सम्मुख भुजा कहते हैं, भुजा ^ समकोण त्रिभुज का 
कर्ण है और भुजा 48, / ^ का एक भाग है। अतः इसे हम 
कोण 4 की सलग्न भुजा कहते हैं। 

ध्यान दीजिए कि कोण 4 के स्थान पर कोण € लेने पर 
भुजाओं को स्थिति बदल जाती है। (देखिए आकृति 8.5) 

पिछली कक्षाओं में आप “अनुपात” की संकल्पना 
के बारे में अध्ययन कर चुके हैं। यहाँ अब हम समकोण 
त्रिभुज की भुजाओं से संबंधित कुछ अनुपातों को, जिन्हें 
हम त्रिकोणमितीय अनुपात कहते हैं, परिभाषित करेंगे। 

समकोण त्रिभुज ७8८ (देखिए आकृति 8.4) के 
कोण 4 के त्रिकोणमितीय अनुपात निम्न प्रकार से परिभाषित 
किए जाते हैं: 

कोण » की सम्मुख भुजा BC 

“2 A का SINC — कका | त AC 

कोण ^ की संलग्न भुजा _ 4B 


का cosine = 
Z 5 का cosine कर्ण AC 
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का सम्मुख भुजा 


^ 


चऽ _ 
काण A 


कोण 4 की 
संलग्न भुजा 


आकृति 8.4 


() 


^ 


को संलग्न भुजा 


कोण € 


च 


A 
कोण € को 
सम्मुख भुजा 
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कोण 4 की सम्मुख भुजा BC 
Z 0 का tangent = कोण ^ की संलग्न भजा भुजा AB 
| कर्ण AC 


Z ATI cosecant = ह नजमा र कोण ^ की सम्मख भजा ५ की सम्मुख भुजा BC 





l _ कर्ण _ AC 
८ ^ का ८०५१ कोण 4 की सम्मुख भुजा AB 





Z ATI secant = 


l _ कोण 4की संलग्न भुजा AB 
८ ^ का tanए९nt कोण # की सम्मुख भुजा BC 





“4 का cotangent = 


ऊपर परिभाषित किए. गए अनुपातों को संक्षेप में क्रमशः $n A, COS A, tan A, cosec A, 
५९ ^ और ८० 4 लिखा जाता है। ध्यान दीजिए कि अनुपात ८05९८ 4, ५९० 4 और ८० 4 


अनुपातो $n ^, ००५ ^ और (७० ^ के क्रमशः व्युत्क्रम होते हैं। ए 
ठत जव हा है BC_AC_ शा ७ 
और आप यहाँ यह भी देख सकते हैं कि (था 4 = न AB आर 


COS A AC 











COtA = हिमकक 


अतः एक समकोण त्रिभुज के एक न्यून कोण के त्रिकोणमितीय अनुपात त्रिभुज के 
कोण और उसको भुजाओं की लंबाई के बीच के संबंध को व्यक्त करते हैं। 

क्यों न यहाँ आप एक समकोण त्रिभुज के कोण ८ के त्रिकोणमितीय अनुपातों को 
परिभाषित करने का प्रयास करें (देखिए आकृति 8.5)? 





आ “५९” का सबसे पहला प्रयोग जिस रूप में आज हम 
करते हैं उसका उल्लेख 500 ई. में आर्यभट्ट द्वारा लिखित 
पुस्तक आर्यभटीयम मे मिलता है। आर्यभट्ट ने शब्द 
अर्ध-ज्या का प्रयोग अर्ध-जीवा के लिए किया था जिसने 
समय-अंतराल में ज्या या जीवा का संक्षिप्त रूप ले लिया। जब 
पुस्तक आर्यभटीयम का अनुवाद अरबी भाषा में किया गया, 
तब शब्द जीवा को यथावत रख लिया गया। शब्द जीवा को 
साइनस (95) के रूप में अनूदित किया गया, जिसका 
अर्थ वक्र है, जबकि अरबी रूपांतर को लैटिन में अनूदित किया 





i /॥॥) 


आर्यभट्ट 
476 - 550 सा.यु, 
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र । इसके तुरंत बाद ५१९ के रूप में प्रयुक्त शब्द $१०७ भी पूरे यूरोप में गणितीय पाठों 
में प्रयुक्त होने लगा। खगोलविद्‌ के एक अंग्रेजी प्रोफ़ेसर एडमंड गुंटर (58।-626) 


ने पहले-पहल संक्षिप्त संकेत ४? का प्रयोग किया था। 


शब्दों “८०$i॥९? और ‘tangent’ का उद्गम बहुत बाद में हुआ था। ०४० फलन का 
उद्गम पूरक कोण के € का अभिकलन करने को ध्यान में रखकर किया गया था। 
आर्यभट्ट ने इसे कोटिज्या का नाम दिया था। नाम ८०४४०८४ का उद्गम एडमंड गुंटर के 
साथ हुआ था। ।674 में अंग्रेज गणितज्ञ सर जोनास मूरे ने पहले-पहल संक्षिप्त संकेत 
‘८०5? का प्रयोग किया था। 





टिप्पणी : ध्यान दीजिए कि प्रतीक ॥॥ 4 का प्रयोग कोण ७' के 
ऽ के संक्षिप्त रूप में किया गया है। यहाँ $^, ऽं# और ^ 
का गुणनफल नहीं है। ^ से अलग रहकर '५॥' का कोई अर्थ 
ही नहीं होता। इसी प्रकार ८०७4, “८०४ और & का गुणनफल 
नहीं है। इस प्रकार की व्याख्या अन्य त्रिकोणमितीय अनुपातों 
के साथ भी की जाती हे। 


अब, यदि हम समकोण त्रिभुज ABC के कर्ण ^€ पर 
एक बिंदुए लें या बढ़ी हुई भुजा ७० पर बिंदु 0 लें और ^B 
पर लंब 7५ डालें और बढ़ी हुई भुजा 4B पर लंब 00४ डालें 
(देखिए आकृति 8.6), तो ^ PM के ८4 के त्रिकोणमितीय 
अनुपातों और ^ QA के / ^ के त्रिकोणमितीय अनुपातों में 
क्या अंतर होगा? 


Q 
Ce: 
>| 
कर्ण 
M छ 'N 
आकृति 8.6 


इस प्रश्‍न का उत्तर ज्ञात करने के लिए आइए पहले हम इन त्रिभुजों को देखें। क्या 
A PAM और ^ CAB समरूप हैं? आपको याद होगा कि अध्याय 6 में आप 44 समरूपता 
कसौटी के बारे में अध्ययन कर चुके हैं। इस कसौटी को लागू करने पर आप पाएंगे कि 
त्रिभुज 7७७५४ और CAB समरूप हैं। अतः समरूप त्रिभुजों के गुणधर्म के अनुसार इन त्रिभुजों 


को संगत भुजाएँ आनुपातिक हैं। 
AM 07 _ MP 


i ABT ACT BC 
हमें MP BC. 
इससे हमें यह प्राप्त होता है —_ _ gin A 


AP AC 
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AM _ AB MP 8८ आदि-आदि 

—— = = cosA, ~ = ~ = {4 4 आदि-आदि 
AP AC AM AB 

इससे यह पता चलता है कि & 7७७४ के कोण 4 के त्रिकोणमितीय अनुपात और 


ACAB के कोण 4 के त्रिकोणमितीय अनुपातों में कोई अंतर नहीं होता। 


इसी प्रकार आप यह जाँच कर सकते हैं कि 44 में भी 54 का मान (और अन्य 
त्रिकोणमितीय अनुपातों का मान) समान बना रहता है। 


अपने प्रेक्षणों से अब यह स्पष्ट हो जाता है कि यदि कोण समान बना रहता हो, 
तो एक कोण के त्रिकोणमितीय अनुपातों के मानों में त्रिभुज की भुजाओं की लंबाइयों 
के साथ कोई परिवर्तन नहीं होता। 
टिप्पणी : सुविधा के लिए ($।n4)?, (८०७^)?, आदि के स्थान पर हम क्रमशः $in?4, ०052 
आदि लिख सकते हैं। परंतु ८०७९८ 4 = (ऽn 4) # ऽ॥। ^ (इसे साइन इनवर्स ^ कहा जाता 
है)। ५! ^ का एक अलग अर्थ होता है जिस पर चर्चा हम उच्च कक्षाओं में करेंगे। इसी 
प्रकार की परंपराएँ अन्य त्रिकोणमितीय अनुपातों पर भी लागू होती हैं। कभी-कभी ग्रीक अक्षर 
0 (थीटा) का प्रयोग कोण को प्रकट करने के लिए किया जाता है। 


यहाँ हमने एक न्यून कोण के छः त्रिकोणमितीय अनुपात परिभाषित किए हैं। यदि हमें 
कोई एक अनुपात ज्ञात हो, तो क्या हम अन्य अनुपात प्राप्त कर सकते हैं? आइए हम इस 


इसी प्रकार 


पर विचार करें। C 
यदि एक समकोण त्रिभुज ABC में A 
k 
| I ञ्च BC _ I 
$॥ ^= उ तब इसका अर्थ यह है कि २ | 


अर्थात्‌ त्रिभुज ७80 की भुजाओं 80 और € की 
लंबाइयाँ । : 3 के अनुपात में हैं (देखिए आकृति 
8.7)। अतः यदि 80, # के बराबर हो, तो ७0, 3 के बराबर होगी, जहाँ # एक धन संख्या 
है। कोण & के अन्य त्रिकोणमितीय अनुपात ज्ञात करने के लिए हमें तीसरी भुजा 48 की 
लंबाई ज्ञात करनी होती है। क्या आपको पाइथागोरस प्रमेय याद है? आइए हम पाइथागोरस 
प्रमेय को सहायता से अपेक्षित लंबाई AB ज्ञात करें। 


AB? = AC - BC = Gk) - (0? = 8/2 = CN2 0 


आकृति 8.7 


अत; AB= +2N2k 
अतः हमें प्राप्त होता है AB = 22 (७8 --2-2% क्यों नहीं है?) 
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AB _2J2k _ 2४2 

AC 3k 3 

इसी प्रकार, आप कोण 4 के अन्य त्रिकोणमितीय अनुपात प्राप्त कर सकते हैं। 


टिप्पणी : क्योंकि समकोण त्रिभुज का कर्ण, त्रिभुज की सबसे लंबी भुजा होता है, इसलिए 
$¡॥ ^ या ०05 » का मान सदा ही । से कम होता हे (या विशेष स्थिति में । के बराबर होता हे।) 


आइए अब हम कुछ उदाहरण लें। C 





अब COS A = 


4 
उदाहरण । : यदि ४४॥ 4 = र तो कोण 4 के अन्य 
त्रिकोणमितीय अनुपात ज्ञात कीजिए। 














हल : आइए सबसे पहले हम एक समकोण ^ ABC खींचें on 
(देखिए आकृति 8.8)। 
प जानते हैं BC_4 
अब, हम जानते हैं कि ४३0 ^ = Pe हि हि पा 
अतः यदि 80 = 4, तब ७8 = 3%, जहाँ # धन संख्या है। आकृति 8.8 
अब पाइथागोरस प्रमेय लागू करने पर हमें यह प्राप्त होता है 
AC? = AB?+ BC? = (46? + (Gk)? = 25k 
इसलिए ACs 5k 
अब हम इनको परिभाषाओं को सहायता से सभी त्रिकोणमितीय अनुपात लिख सकते हैं। 
a BC 24६ _ 4 
TOT AC Sk 5 
xAB_3k_3 
TO AC Sk 5 
I 3 I 5 5 
अतः cot A= —__—=-—» cosec A = =~ और ४6८ 4 = = — 
Fe tanA 4 sSNA 4 ह COSA 3 
P 
उदाहरण 2: यदि ८ 8 और ८ 0 ऐसे 
न्यूनकोण हों जिससे कि ५१ 8 = ऽ 0, ^ 
तो सिद्ध कीजिए कि /B= ८0९ 
हल : आइए हम दो समकोण त्रिभुज ABC 
और P07 लें, जहा snB=smnQ C B R Q 


(देखिए आकृति 8.9)। आकांत ८5 
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w AC 

यहा snB= —— 

AB 

और . PR 

और 6 Q = PQ 

त AC PR 

AB PQ 

AC AB 

अतः ES हि Kk लीजिए 

अतः छर = 70 (मान ) (]) 


अब, पाइथागोरस प्रमेय लागू करने पर हमें ये प्राप्त होते हैं 
BC = JAB? AC? 


और QR = PQ? - PR? 


C JAB? — AC? =A Jk PQ? k°PR? “_k PR’ Kk JPQ?- PR? “गिर 
B ५ _ Q Q + 


A QR 7 JPQ? - PR? PQ’ — PR? JPQ?- PR? PQ“— PR? JPQ?- PR? — PR? ) 
() और (2) से हमें यह प्राप्त होता हे 
AC _AB_ BC 
PR PQ 0२ 
तब प्रमेय 6.4 का प्रयोग करने पर 4 ACB ~ A PR९) प्राप्त होता है। अत: / B= / 0 
उदाहरण 3 : ^ ACB लीजिए जिसका कोण € समकोण A 
है जिसमें 4B = 29 इकाई, 80 = 2। इकाई और 
८ ABC = 9 (देखिए आकृति 8.।0) हैं तो निम्नलिखित 
के मान ज्ञात कोजिए। D 


(i) cos” 0 + sin” 0 


(I) cos’ 0 - sin’ 0. 

बेड कक 
हल : 4 ACB में हमें यह प्राप्त होता हे 
हल = (ठ ठा आकृति 8.0 
AC= JAB?- BC? = (29)? - (20? 


प्र J29-2)(9 +2) - 2))(29 + 2]) = (8) (50) (8) (50) = \/400 = 20 इकाई 
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AC 20 BC 2] 
cos 0 = के 











अतः sin 0 = AB 29 AB 29 
अब 6 ००७७ + siroo - (A+R 202 400 +44 _ 
,(i) ०0४20 + sin*0 = 29 209 292 ९4] ह 
2IY 5 आओ "आओ अंग 
ओर ढ़ ९ 20 _ ९ mi |e: | न I Ee: BSS 
और (ii) cos" 0 — sin"0 नल | न 2092 84] 


उदाहरण 4 : एक समकोण त्रिभुज ABC में, जिसका कोण 4 
8 समकोण है, यदि ।३॥ 4 = । तो सत्यापित कीजिए कि 

2 snAcosA=l 

हल : A ABC में tan A = =]।] (देखिए आकृति 8.]]) 
अर्थात्‌ BC = AB 





मान लीजिए «७8 = 80 = £, जहाँ # एक धन संख्या है। र 

(ह आकृति 8.7 
अब AC = WAB?+ BCA 

- JOT =v 
व | 2“ ओर 42... 
है SIMA = AG ष J COSA ८ AG ष 
इसलिए 2 sin A cos A = ड (=) =], जो कि अपेक्षित मान है। 
३2 /( ५४2 ० 
उदाहरण 5 : 4 070 में, जिसका कोण 7 समकोण 
है, OP =7cm और OQ -PQ=Icm 
(देखिए आकृति 8.2), आ॥ 0 और ८०४९ के मान 
ज्ञात कोजिए। 
हल : 4 070 से हमें यह प्राप्त है कि 
OQ: = OP‘ + PQ: 

अर्थात्‌ (I+ PQ)? = OP? + PQ? (क्यों?) 
अर्थात्‌ I+ 720? + 270 = OP? + PQ? Pe 2, 
अ थात _ 2 क्यों? 
्‌ I+2PQ=7 (क्यों?) आकृति 8.।2 
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अर्थात्‌ PQ = 24cm औTOQ=I+PQ=25 cm 


sim Q = 55 cos Q = 55 
प्रशनावली 8.. 
I. AABC में जिसका कोण 8 समकोण हे, AB - 24 ८m और 8C =7 ८m है। निम्नलिखित का मान 
ज्ञात कीजिए : P 
6) SIN A,cosA 
( sin C,cosC 
2. आकृति 8.3 में, ४३१ ? - ८०४२ का मान ज्ञात कोजिए। I2 cm `. cm 


3 
3. यदि ¡7 ^ = पा तो ०05 & और (॥ & का मान परिकलित कीजिए। 


Q R 
4. यदि ।5८०।4= 8 हो तो ऽ ^ और 5८० ^ का मान ज्ञात कीजिए। आकृति 8.।3 


5. यदि ऽ९८ 6 = ` हो तो अन्य सभी त्रिकोणमितीय अनुपात परिकलित कोजिए। 


6. यदि ८ ^ और ८ 8 न्यून कोण हो, जहाँ ८०७ 4 = ००५ 8, तो दिखाइए कि / A= /B 


7. यदि ८०६० = 7, तो 6) {9-5 9) ५ ८०९७ का मान निकालिए? 
8 (I+ cos 9)(l - cos) 
हर | an केश नहीं 
8. यदि 3००७-१4, तो जाँच कीजिए कि 77-5 = 008? 8 - sinPA है या नहीं। 


9. त्रिभुज ७80 में, जिसका कोण 8 समकोण है, यदि ६७7 ^ = द्भ श तो निम्नलिखित के मान ज्ञात 


कोजिएः 
(6) sSmMAcosC+cosAsimnC (Ht) cos AcosC—simAsimnC 
0. «70०7 में, जिसका कोण 0 समकोण है, PR +0९ =25 ८m और PQ = 5 cm है। sin P, cos P 
और ४३० ? के मान ज्ञात कीजिए। 
।।. बताइए कि निम्नलिखित कथन सत्य हैं या असत्य। कारण सहित अपने उत्तर को पुष्टि कीजिए। 
0) (9७0 » का मान सदैव । से कम होता है। 


( कोण ^ के किसी मान के लिए ५९८ ^ = 


() ८०४A, कोण ^ के ८०७९०३० के लिए प्रयुक्त एक संक्षिप्त रूप है। 
0५) ००७, ०० और 4 का गुणनफल होता है। 


(०) किसी भी कोण 6 के लिए $n 9 = - 
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8.3 कुछ विशिष्ट कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपात 

ज्यामिति के अध्ययन से आप 30°, 45°, 60° और 90° के कोणों की रचना से आप अच्छी 
तरह से परिचित हैं। इस अनुच्छेद में हम इन कोणों और साथ ही 0° वाले कोण के 
त्रिकोणमितीय अनुपातों के मान ज्ञात करेंगे। 

45° के त्रिकोणमितीय अनुपात C 


A ABC में, जिसका कोण 8 समकोण है, यदि एक कोण 

45° का हो, तो अन्य कोण भी 45° का होगा अर्थात्‌ 

/A= ८ C= 45° (देखिए आकृति 8.4)। 

अतः BC = AB (क्यों?) A B 
अब मान लीजिए BC = AB - ८ आकूति 8.4 
तब पाइथागोरस प्रमेय के अनुसार AC? = AB? + BC? = ८? + ८? = 24? 

इसलिए AC = ०५2. 

त्रिकोणमितीय अनुपातों को परिभाषाओं को लागू करने पर हमें यह प्राप्त होता है: 
45° के कोण को सम्मुख भुजा 5९ ८ _।! 





sin 45° = 





कर्ण AC al २2 
, 45° के कोण को संलग्न भुजा ^8 ८ । 
cos 45° = काण AC OD 2 
45° के कोण को सम्मुख भुजा BC ०७ 
ands =I ची नमक 


45° के कोण की संलग्न भुजा AB ४८ 





] ] ] 
और cosec 45° = TENS v2 ,SeC 45° = = 2 .cot45°= ———=l 
sin 45° cos 45° tan 45° 


30° और 60° के त्रिकोणमितीय अनुपात 


आइए, अब हम 30° और 60° के त्रिकोणमितीय अनुपात 
परिकलित करें। एक समबाहु त्रिभुज ABC पर विचार RE 


करें। क्योंकि समबाहु त्रिभुज का प्रत्येक कोण, 60° का 
होता है, इसलिए /^= / B= / € = 60° 


4 से भुजा 80 पर लंब 4 डालिए (देखिए आकृति 8.]5)। आकृति 8.5 


© 
820०0 C 
D 
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अब AABDz= AACD (क्यों?) 
इसलिए, BD = DC 
और / BAD = Z CAD (CPCT) 


अब आप यह देख सकते हैं किः 


गणित 


4 ABD एक समकोण त्रिभुज है जिसका कोण समकोण है, और जहाँ / BAD = 30° 


ओर / ७87 = 60° (देखिए आकृति 8.।5)। 


जैसा कि आप जानते हैं, कि त्रिकोणमितीय अनुपातों को ज्ञात करने के लिए हमें त्रिभुज की 
भुजाओं की लंबाइयाँ ज्ञात करने की आवश्यकता होती है। आइए, हम यह मान लें कि ७8 = 26 





j 
तब BD = BC =4 
और AD? = AB? — BD? = (2a)? ~ (a)? = 34? 
इसलिए AD = a3 
Baw. | AD a3 3 
अब sin 3077 - ——=—ि्=— 6 30° = —_— = — - 
AB Nz 2’ AB J 2a 2 
BD _ 4 ] 


tan 30 AD a ड ज 














और ४०० 30° = 9) sec 30° = ज्ज 
COSCC तल्‌ sin 30° ( COS 30° 3 
{30° = 
0०0 - का 
tan 30° 
इसी प्रकार 
AD _ 4४३3 _ ४३3 र 
sin6O°= ---- -- RR , C08 60° = ~, tan 60° = 3 
AB 2a 2 र 





60° = ~ 60° = 2 और ८०६ 60° = -> 
COSEC हल 5 SEC के cot 3 
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0° और 90° के त्रिकोणमितीय अनुपात 


आइए, हम देखें कि यदि समकोण त्रिभुज ७80 के कोण & को तब तक 
और छोटा किया जाए जब तक कि यह शून्य नहीं हो जाता है, तब इस C 
स्थिति में कोण 4 के त्रिकोणमितीय अनुपातों पर क्या प्रभाव पड़ता है 
(देखिए आकृति 8.।6)। जैसे-जैसे / ^ छोटा होता जाता है, वैसे-वैसे 
भुजा 8८ की लंबाई कम होती जाती है। बिंदु ८, बिंदु 8 के निकट आता ^ 
जाता है और अंत में, जब ८4, 0° के काफी निकट हो जाता है तब॒ आकृति 8.।6 
AC लगभग वही हो जाता है जो कि 4B है (देखिए आकृति 8.।7)। 

री हे धर , , ¢ 

हि + 0 ५ हे दा ' क ` 
A B A B A B A B A B A B 
आकृति 8.7 


जब ८4, 0" के अत्यधिक निकट होता है तब 30, 0 के अत्यधिक निकट आ जाता हे। तब 
BC 
sin A= ह का मान 0 के अत्यधिक निकट आ जाता हे। और, जब ८4, 0° के अत्यधिक 


निकट होता हे, तब लगभग वही होता है जो कि AB होता है और ८०४ ७ = का मान 
के अत्यधिक समीप होता है। 


इसकी सहायता से हम उस स्थिति में ॥॥ 4 और ८०४ 4 के मान परिभाषित कर सकते 
हैं जबकि ^ = 0°, हम $n 0° =0 और ८०७ 0° = परिभाषित करते हैं। 


इनका प्रयोग करने पर हमें ये प्राप्त होते हें: 
tan 0° = O¥cot 0° = , जो कि परिभाषित नहीं हे (क्यों?) 











cos 0° tan 0° 
] शा | और नहीं क्यो 
५९०० 0° = ___\४= } तथा cosec 0° = -- , और यह भी परिभाषित नहीं है। (क्या?) 
COS 0? sin 0° 


आइए अब हम उस स्थिति में देखें कि ८ 4 के त्रिकोणमितीय अनुपातों के साथ क्या 
होता है जबकि 4 ABC के इस कोण को तब तक बड़ा किया जाता है, जब तक कि 90९ का 
नहीं हो जाता। / 4 जेसे-जेसे बड़ा होता जाता है, ८ € वैसे-वैसे छोटा होता जाता है। अतः ऊपर 
वाली स्थिति की भाँति भुजा 4B की लंबाई कम होती जाती है। बिंदु ^, बिंदु 8 के निकट होता 
जाता है और, अंत में जब ८ ^, 90° के अत्यधिक निकट आ जाता है, तो ८ ८, 0° के 
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अत्यधिक निकट आ जाता है और भुजा ^ भुजा 80 के साथ लगभग संपाती हो जाती हे 
(देखिए आकृति 8.]8)। 


Cc Cc ८ Cc ८ 
B 
A 5 A F A TE र 


जब .“ 0, 0? के अत्यधिक निकट होता है तो ८4, 90° के अत्यधिक निकट हो जाता 
है और भुजा 40 लगभग वही हो जाती है, जो भुजा 80 है। अतः $i” 4, । के अत्यधिक 
निकट हो जाता है और, जब /८^,90° के अत्यधिक निकट होता है, तब / ९, 0° के 
अत्यधिक निकट हो जाता है और भुजा 4 लगभग शून्य हो जाती है। अतः ८०४4, 0 के 
अत्यधिक निकट हो जाता है। 


अतः हम यह परिभाषित करते हैं : $n 90° = ] और ८०४ 90° = 0 

अब आप क्यों नहीं 90° के अन्य त्रिकोणमितीय अनुपात ज्ञात करते हैं? 

अब हम तुरंत संदर्भ के लिए एक सारणी 8.] के रूप में 0°, 30°, 45°, 60° और 90° 
के सभी त्रिकोणमितीय अनुपातों के मान प्रस्तुत करेंगे। 


SIMA 


COS A 


tan A 0 ज 5 अपरिभाषित 


cosec A अपरिभाषित 
sec A ग अपरिभाषित 


cot A अपरिभाषित 
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टिप्पणी : उपर्युक्त सारणी से आप देख सकते हैं कि जेसे-जैसे .“ & का मान 0° से 90° तक 
बढ़ता जाता है, ॥॥ 4 का मान 0 से बढ़कर | हो जाता है और ८०५4 का मान | से घटकर 0 हो जाता 


है। 


आइए, अब हम कुछ उदाहरण लेकर ऊपर की सारणी में दिए गए मानों के प्रयोग को 
प्रदर्शित करें। 


उदाहरण 6 : & BC में जिसका कोण 8 समकोण है, 4 

AB = 5 cm और ८ ACB = 30° (देखिए आकृति 8.9)। 

भुजाओं 80 और 4 की लंबाइयाँ ज्ञात करें। 5cm 

हल : भुजा 80 की लंबाई ज्ञात करने के लिए हम उस _् 
त्रिकोणमितीय अनुपात को लेंगे जिसमें 8८ और दी हुई ? 

भुजा 43 हो। क्योंकि 3९ कोण ८ की संलग्न भुजा है, और आकृति 8,49 

AB कोण ८ की सम्मुख भुजा हे, इसलिए 


C 


BC [a 


I 
अर्थात्‌ BC = tan 30° = श 
जिससे BC = 53 ०7 प्राप्त होता है। 


भुजा AC को लंबाई ज्ञात करने के लिए हम 


sin 30° = प लेते हैं (क्यों?) 


अर्थात्‌ ग 
पर 2 AC 
अर्थात्‌ AC = IOcm 


ध्यान दीजिए कि ऊपर के उदाहरण में तीसरी भुजा की लंबाई ज्ञात करने के लिए विकल्प 
के रूप में हम पाइथागोरस प्रमेय को लागू कर सकते थे, 


अर्थात्‌ AC= JAB?+ BC? = J5?+ (543)? cm = I0cm 
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उदाहरण 7 : ७ 707 में, जिसका कोण 0 समकोण ए 
है (देखिए आकृति 8.20), P( = 3 ०0 और 
PR = 6cm है। / QPR और ८ २0 ज्ञात कीजिए। 3cm | बहस 
हल : दिया हुआ है 70 -3 ८m और PR = 6 cm हर रे 
इसलिए रि आकृति 8.20 
PR 
| 3 ] 
या SMR = é = 5 
अतः 2 PRQ = 30° 
और, इसलिए 2 QPR = 60° (क्यों?) 


आप यहाँ यह देख सकते हैं कि यदि एक समकोण त्रिभुज की एक भुजा और कोई एक 
अन्य भाग (जो या तो न्यून कोण हो या कोई एक भुजा हो) ज्ञात हो, तो त्रिभुज को शेष 
भुजाएँ और कोण ज्ञात किए जा सकते हैं। 


] ] 
उदाहरण 8 : यदि $n (^ - 8) = 3' 0०8 (॥+8) 5 700 A+B < 90", 0 > 8, तो ^ 
और 9 ज्ञात कीजिए। 


हल : क्योंकि $n (A - 8) = - , इसलिए, ^ - 8 = 30° (क्यों?) (I) 
और, क्योंकि ८०४ (^ + 8) = _ , इसलिए, ^+ 8 = 60° (क्यों?) (2) 


() और (2) को हल करने पर हमें 4 =45° और 8 = ।5° प्राप्त होता है। 


प्रश्नावली 8.2 
।. निम्नलिखित के मान निकालिए : 
6) sin 60° cos 30° + sin 30° cos 60° (ii) 2 tan” 45° + cos” 30° — sin” 60° 
Ci ००8 43 Civ) sin 30° + tan 45° — cosec 60° 
sec 30 + cosec 30 sec 30° + cos 60° + cot 45° 


5 cos” 60° + 4 sec? 30° — tan” 45° 


sin” 30° + cos” 30° 


(५) 
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2. सही विकल्प चुनिए और अपने विकल्प का औचित्य दीजिए: 


2tan30° _ 
I + tan 30° 
(A) 8॥ 60? (3) cos 60° (C) tan 60° (D) sin 30° 
Se tan” 45° _ 
Ci) I + tan? 45° 
(A) 9 90? (63) I (CQ) sin45° (D) 0 
ii) sin 20 = 2 ऽ॥ 4 तब सत्य होता है, जबकि 4 बराबर है: 
(A) 0 (B) 30° (QC) 45° (D) 60° 
2 tan 30° 
0५) प द 30४ बराबर हैः 
(A) cos 60? (B) sin 60° (C) tan 60° (D) sin 30° 


3. यदि (३॥ (4+ 8) = /3 और {an (A - B) = ध ;0°<A+B<90°; ७ > तो ^ और का मान 
ज्ञात कोजिए। 
4. बताइए कि निम्नलिखित में कौन-कौन सत्य हैं या असत्य हैं। कारण सहित अपने उत्तर की पुष्टि 
कोजिए। 
6) sSn(A+B)=sinA+sinB. 
(0) 0 में वृद्धि होने के साथऽ॥ 9 के मान में भी वृद्धि होती है। 
(#) 9 में वृद्धि होने के साथ ००५० के मान में भी वृद्धि होती है। 
(४) 9 के सभी मानों पर $n 9 = ८०७ 0 
(०) ^= 0° पर ८० ^ परिभाषित नहीं है। 


8.4 पूरक कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपात 

आपको याद होगा कि दो कोणों को पूरक कोण तब कहा A ड 

जाता है जबकि उनका योग 90° के बराबर होता है। आकृति 8.27 

A ABC में, जिसका कोण 8 समकोण है, क्या आपको पूरक कोणों का कोई युग्म दिखाई 

पड़ता है (देखिए आकृति 8.2)। 

क्योंकि ^+ / € = 90°, अतः इनसे पूरक कोणों का एक युग्म बनता है। हम जानते 
कि 


। BC BC 
sim A = AC COS A = AC tan A = AB 

AC AC डी 
COSEC A = BC Sec A = AB cot A = BC 
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आइए, अब हम ८ € = 90° - ८ 4 के त्रिकोणमितीय अनुपात लिखें। 

सुविधा के लिए हम 90° - ८4 के स्थान पर 90° - 4 लिखेंगे। 

कोण 90° -^ की सम्मुख भुजा और संलग्न भुजा क्या होगी? 

आप देखेंगे कि 48 कोण 90° -4 की सम्मुख भुजा है और 8८ संलग्न भुजा है। अतः 











५ AB वि C हु 
sin (90° — A) = AG? cos (90° - A) = AG? tan (90° - A) = BC 
(2) 
OO A य OO A ह ६ (907 A कम 
cosec (90° - A) = A? See (90° - A) = BC” °° (90° - A) = AB 


अब (।) और (2) के अनुपातों की तुलना करने पर हम यह पाते हैं कि 


BC 
= COSA और cos (90° - A) = ACT SIN A. 


AB 
sin (90° —A) = AC Cc 


C 
AB BC 
tan (90°-A) = उठ ्‌ cot A , cot (90° - A) = च 


— tan A 





C C 


A 
sec (90° - A) = =COSECA, cosec (90? - A) = 








ल्न च = sec A 
अतः sin (90° - A) = cos A, cos (90° —A)= sin A. 
tan (90° — A) = cot A, cot (90° - ७) = tanA 
sec (90° — A) = cosec A, cosec (90° — A) = sec A 


जहाँ कोण 4 के सभी मान 0° और 90° के बीच स्थित हें। बताइए कि यह ^=0°या 
A = 90° पर लागू होता है या नहीं 


टिप्पणी : tan 0° = 0 = cot 90°, sec 0? = | = cosec 90° और sec 90°, cosec 0°, tan 90° 
और ८०४ 0° परिभाषित नहीं है। 


आइए अब हम कुछ उदाहरण लें। 


उदाहरण 9: 
cot 


9 का मान निकालिए। 





5 के 


हल: जेसा कि हम जानते हैं कि ८0७ = tan (90° - A). 
अतः; cot 25° = tan (90° — 25°) = tan 65° 
अर्थात्‌ tan 65 _ tan 65 य 








cot 25° tan 65° 
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उदाहरण 0 : यदि $n 34 = ८०४ (^ - 26°) हो, जहाँ, 3 & एक न्यून कोण है तो ^ का मान 
ज्ञात कोजिए। 
हल : यहाँ यह दिया हुआ है कि $॥ 34 = ८०७ (^ - 26°) (]) 
क्योंकि $0 34 = ८०४ (90° - 34), इसलिए हम (।) को इस रूप में लिख सकते हैं 

cos (90° — 3A) = cos (A - 26°) 
क्योंकि 90° - 34 और ^ - 26° दोनों ही न्यून कोण है, इसलिए 

90° _3A = 0 - 26० 

जिससे A = 29° प्राप्त होता है। 


उदाहरण ।] : ८०४ 85° + ८०७ 75° को 0° और 45° के बीच के कोणों के त्रिकोणमितीय 
अनुपातों के पदों में व्यक्त कोजिए। 
हल: cot 85° + cos 75° = cot (90° — 57) + cos (90° - I5?) 


= tan5°+ sin I5° 


प्रश्‍नावली 8.3 
।. निम्नलिखित का मान निकालिए: 


sin ]8° tan 26° 
() cos 72% () cot 64° (III) ००08 48° — sin 42° (iv) ०0520 3]° — sec 59° 
2. दिखाइए कि 

6) tan48° tan 23° tan42° tan 6/° ८ | 

(I) COS 38° cos 52° — sin 38° sim 52° = 0 
. यदि ४३० 2^ = ०० (^ - ।8°), जहाँ 24 एक न्यून कोण है, तो 4 का मान ज्ञात कीजिए। 
. यदि ४7 ^ = ८० 8, तो सिद्ध कीजिए कि A+B = 90° 
. यदि ५९० 44 = ८०७९० (^ - 20°), जहाँ 44 एक न्यून कोण है, तो ^ का मान ज्ञात कीजिए। 
. यदि &, 8 और त्रिभुज 48८ के अंतःकोण हों, तो दिखाइए कि 


(= द A 
sin — cos — 
2 2 


7. $n 67° +८०४75° को 0° और 45° के बीच के कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपातों के पदों में व्यक्त 
कीजिए। 


= yn > (५3 
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8.5 त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाएँ 


आपको याद होगा कि एक समीकरण को एक सर्वसमिका तब पु 
कहा जाता है जबकि यह संबंधित चरों के सभी मानों के लिए 
सत्य हो। इसी प्रकार एक कोण के त्रिकोणमितीय अनुपातों से 
संबंधित सर्वसमिका को त्रिकोणमितीय सर्वसमिका कहा जाता 
है। जबकि यह संबंधित कोण (कोणों) के सभी मानों के लिए 
सत्य होता है। 
इस भाग में, हम एक त्रिकोणमितीय सर्वसमिका सिद्ध करेंगे € 
और इसका प्रयोग अन्य उपयोगी त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाओं आकृति 8.22 
को सिद्ध करने में करेंगे। 
A ABC में, जो 8 पर समकोण है (देखिए आकृति 8.22) 
हमें यह प्राप्त है AB? + BC? = AC2 (l) 
() के प्रत्येक पद को ^? से भाग देने पर हमें यह प्राप्त होता हे 
AB BC_ _ AC 
ACN AC / AC 








GG) ac) = 

या ——| + दर | = |S 

AC AC AC 

अर्थात्‌ (cos A)? + (sin A)? = ] 

अर्थात्‌ cos A+sin’A=l (2) 


यह सभी ^ के लिए, जहाँ 0° < < 90°, सत्य होता हे। अतः यह एक त्रिकोणमितीय 
सर्वसमिका है। 


आइए, अब हम (]) को «82 से भाग दें। ऐसा करने पर हमें यह प्राप्त होता है 


AB" BC AC 


AB k AB AB 


ABY fBCY fACY 
या | +| | = |-_— 
AB AB AB 


अर्थात्‌ I+tan’A= sec’ A (3) 
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क्या यह समीकरण, 4=0° के लिए सत्य है? हाँ, यह सत्य है। क्या यह 4 = 90° 
के लिए भी सत्य है? 4 = 90° के लिए ४०० 4 और 5८० 4 परिभाषित नहीं हे। अतः (3), 
ऐसे सभी ^ के लिए सत्य होता हे, जहाँ 0° < 4 < 90° 


आइए हम यह देखें कि (।) को 8८? से भाग देने पर हमें क्या प्राप्त होता है। 


AB’ BC’ AC’ 


+ — 
BC: BC’ BC 




















अर्थात ABY , [BC 2 (ACY 
कि BC BC, (83८ 
अर्थात्‌ cot?A+Il= cosec’A (4) 


ध्यान दीजिए कि ७-0" के लिए ८०५९८ ^ और ८०४4 परिभाषित नहीं हे। अतः ऐसे 
सभी ^ के लिए (4) सत्य होता है जहाँ 0° < ^ < 90° 


इन सर्वसमिकाओं का प्रयोग करके हम प्रत्येक त्रिकोणमितीय अनुपात को अन्य 
त्रिकोणमितीय अनुपातों के पदों में व्यक्त कर सकते हैं अर्थात्‌ यदि कोई एक अनुपात ज्ञात 
हो, तो हम अन्य त्रिकोणमितीय अनुपातों के मान भी ज्ञात कर सकते हैं। 


आइए हम यह देखें कि इन सर्वसमिकाओं का प्रयोग करके इसे हम कैसे ज्ञात कर 


ड न्न्‌ ] 
सकते हैं। मान लीजिए हमें (३॥ ^ = ठ ज्ञात है। तब ८० ^ = \/3 
Rn 
2 


क्योंकि I 4 2 
secA=l+tan'A=l+—=—, secA= दवा और ८०४ ^ = 
3 3 3 


ओर, क्योंकि $n 4 = Jl-cos?A FR -3 _ ॐ = Tl म इसलिए ८०५९८ ^ = 2 
COS 4 2 


उदाहरण 42 : अनुपातों COS A, tan A और ५९८ ^ को आ॥ ^ के पदों में व्यक्त कोजिए। 
हल : क्योंकि ००४? A + sin? A = ।, इसलिए 
cos? A = ] - sin? A, अर्थात्‌ ८०४4 = ॐ Jl -sin?A sin’ A 


इससे यह प्राप्त होता हे cos A= Jl -sinA^ (क्यों?) 


| न | | 
अतः tan A= ee ssl अमल और sec A = ——— 


COS A हु Jl-sin?A —sin’A cos A Ji-sin?A —sin’A 
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उदाहरण ]3 : सिद्ध कीजिए कि ५९८ ^ (] - sin A) (sec A+ tan A) = I 
हल: 





| l ] sim A 
वाम पक्ष = sec A (] sin AJ(sec A+ tan 0) 5 | — sin A) क क्क 


(l—sin A)(l+sinA) l-sin’A 


cos” A cos” A 


cos A र 
आल = दाया पक्ष 





cot A—cosA _ cosecA-—l 


उदाहरण 4 : सिद्ध कीजिए कि 


cot A + cos A d cosec A +]l 





cot A — cos A _ SIMA 


हल:वाम पक्ष= जप कौ 
हे cot A+ cosA ०05 ४ 








COs A | —l 
sm A _\sim A _ 0086८ A -—l 


| हि +] | ही +] cosec A+Tl 
sim A sin A 


उदाहरणा ।5 : सर्वसमिका ५९८२9 = । + ४0? का प्रयोग करके सिद्ध कीजिए कि 


= दाँया पक्ष 





sin 0—cos 0+] _ l 
sInO+cos0O—l $2८0 0 - 4 0 


हल : क्योंकि हमें 5०० 9 और ६27 0 से संबंधित सर्वसमिका प्रयुक्त करनी है, इसलिए आइए 


हम सबसे पहले सर्वसमिका के वाम पक्ष के अंश और हर को ८०५७ से भाग देकर वाम पक्ष 
को sec 0 और tan 0 के पदों में रूपांतरित करें। 


sin 0 —cos0+l tanO—l+sec0 


वाम पक्ष ८ त्तTत्त््Iि्Yि्््I\्I्््I\I 
र sin O0+cos0—l tanO+l-—sec0 
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_ (tan 0+ sec 0)—] _{(tan 0+ sec 0) - l} (tan 0 - sec 0) 
_(tinO-—secO)+l {(tanQ-secO0) +l} (tan 0- sec 0) 


(tan_0 ~ sec 9) ~ (tan 0 ~ sec 0) 
— {tan 0 - sec 0+ l} (tan9 - sec 0) 


—l—tanO+secd 
(tan 0- sec 0+ ]) (tan 0 - sec 0) 


=| | 
— tanO-— 5९८८ 0 ः sec 0 - tan 0 | 


जो सिद्ध की जाने वाली अपेक्षित सर्वसमिका का दाँया पक्ष हे। 


प्रश्नावली 8.4 
. त्रिकोणमितीय अनुपातों $” 4, 5०० ^ और ३० & को ००५» के पदों में व्यक्त कीजिए। 
2. ८4 के अन्य सभी त्रिकोणमितीय अनुपातों को ५४००» के पदों में लिखिए। 
. मान निकालिए : 


be 


(५3 


sin’ 63°+ sin’ 27° 
0) cos" I7° + cos" 73° 
(6) sin 25? cos 65° + cos 25° sin 65° 


4. सही विकल्प चुनिए और अपने विकल्प को पुष्टि कीजिए : 
0) 9 sec? A - 9 tan? ^ बराबर हैः 


(A) l (B) 9 (CQ) 8 (2) 0 
(0) (l+tanO-+secO0)(]+cot0-— ०05८८ 6) बराबर हैः 
(A) 0 (B) [ (C) 2 (Dl 
(४) (sec A + tan A) (I - sin A) बराबर हैः 
(A) secA (3) snA (QC) cosec A (D) cos A 
Il +tan’ A 
00) 4 (7 ह बराबर हैः 
(A) sec’A (B) -। (CQ) cot A (D) tan” A 


2020-2 


pA गणित 


5. निम्नलिखित सर्वसमिकाएँ सिद्ध कीजिए, जहाँ वे कोण, जिनके लिए व्यंजक परिभाषित है, न्यून 
कोण है : 


| I— cos 0 
6) (०05९८ 0 - cot 6): = हिका हकाल 


COs A I+smn A 


नाः = 2secA 
l+sm A COs A 


(0) 


की tan 0 cot 0 
Gi!) I—cot0 l-—tanoO 


[संकेतः व्यंजक को ऽ" 0 और ८०४6 के पदों में लिखिए] 


= [| + sec Ocosec 0 


I+secA _ sin’ A 
Gv) sec A I — cos A 

[संकेतः वाम पक्ष और दाँया पक्ष को अलग-अलग सरल कीजिए] 
(०) सर्वसमिका ८०९८? ^ = ] +८० ^ को लागू करके 


९०05 ७ - 8 ७ + | 
०05 ७ +smA-—]l 


बा, + SInA 
—_—__—_  - =secA+tanA 
(vi) | I-sinA 


sin 0 - 2 sin’ 0 


20057 6 - cos 0 


= 805९6 A +cotA 


(VH) = tan 0 


(viii) (sin A+ cosec A)’+(cosA+secA)=7+tanA+cotA 


| 


९086८ A — sin A)(sec A — cos A)=——— 
Cx) 2 tanA +cotA 


[संकेत : वाम पक्ष और दाँया पक्ष को अलग-अलग सरल कीजिए] 


I+ tan” A _ I— tan A 
ET ERR क को आर 
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त्रिकोणमिति का परिचय 2]5 


8.6 सारांश 
इस अध्याय में, आपने निम्नलिखित तथ्यों का अध्ययन किया हेः 
।. समकोण त्रिभुज 48८ में, जिसका कोण 8 समकोण है, 


कोण 4 को सम्मुख भुजा PR कोण » की संलग्न भुजा 


SIN A= 
कर्ण कर्ण 


कोण ^ की सम्मुख भुजा 


tan A = | 
` कोण 4 की संलग्न भुजा 


l आ 
2. cosec A= -——__—; sec A = ‘tan A= RE पी sin 
smn A cos A cot A COS A 


3. यदि एक न्यून कोण का एक त्रिकोणमितीय अनुपात ज्ञात हो, तो कोण के शेष त्रिकोणमितीय 
अनुपात सरलता से ज्ञात किए जा सकते हैं। 

4. 0", 30", 45%, ७0° और 90° के कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपातों के मान। 

5. ऽ ^ या ०05 & का मान कभी भी ] से अधिक नहीं होता, जबकि ५९८ ^ या ८०४९८ ^ का मान 
सदैव ] से अधिक या । के बराबर होता है। 

6. sin (90°—A)= cos A, cos (90° —A)= sin A; 
tan (90°—A)=cotA,cot(90°—A)=tanA; 
sec (90° — A) = cosec A, cosec (90° — A) = sec A. 

7, sin“A+ cos’ Al 


sec? & - (872 ५ - जहाँ 0°<A<90° 











cosecA=l+cotA जहाँ 0? < ७ < 90° 


2020-2 


